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Построение аппаратного комплекса 
диагностики железнодорожного пути на 
основе анализа динамических процессов при 
движении поездного состава в РФ не имеет 
ныне альтернативы. Аналогичные методы 
давно используются при эксплуатации 
летательных аппаратов и в других областях 
техники и машиностроения, медико-
биологической сфере. Возможность 
упростить расчеты (провести их быстро 
и недорого) модельных задач позволяют 
изложенные в статье дополнения к теории 
основных моделей «балки Тимошенко» 
в разных ситуациях. Неоднородная система 
линейных дифференциальных уравнений 
с частными производными второго порядка 
точно приводится к последовательности двух 
вложенных классически смешанных задач – 
линейного неоднородного гиперболического 
уравнения и неоднородного уравнения Клейн-
Гордона-Фока. Показано, что система имеет 
два масштаба (две базовые частоты). Объяснён 
эффект аномально быстрой осцилляции 
колебаний. Предложен полуаналитический – 
численный метод, позволяющий сравнить 
эффекты, вызванные различными краевыми 
условиями.
Ключевые слова: диагностика железнодорожного 
пути, принципы построения системы, балка 
Тимошенко, уравнения с частными производными, 
аномально быстрая осцилляция колебаний, 
сравнение эффектов.
В связи с развитием скоростных же-лезнодорожных перевозок при-обрело особое значение создание 
и функционирование высокотехнологич-
ного комплекса контроля качества состо-
яния пути непосредственно с движущегося 
состава . Теоретические основы такого 
метода контроля излагаются в работах 
[1–5] и цитируемых в них научных трудах . 
Экономический эффект от эксплуатации 
такого комплекса в РФ настолько велик, 
что в настоящий момент его трудно оце-
нить . Затраты на проведение мониторинга 
за состоянием железнодорожного пути 
с подвижного состава несоизмеримы с за-
тратами собственника путей на ликвида-
цию последствий схода с рельсов подвиж-
ного состава . 
Разные методы диагностики трудно 
выявляемых дефектов должны не конку-
рировать, а дополнять друг друга . Методи-
ка и основы анализа разных аспектов ин-
теграции такого комплекса в единую 
транспортную систему должна быть изло-
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Основная наша цель –  выявить неизвест-
ные ранее математические свойства основ-
ных теоретических моделей балок (шпал), 
играющих большую роль в расчетах, свя-
занных с анализом спектра колебаний при 
прохождении по рельсам подвижного со-
става, акцентировать внимание на эффек-
ты в спектрах колебаний, которые указы-
вают на появление трудно выявляемых 
дефектов, и изложить соображения авторов 
о принципах построения системы конт-
роля .
Замечание 1 . Отметим, что опыт ком-
пьютерной обработки и анализа крупных 
объемов динамических данных со сложной 
трехмерной внутренней структурой нака-
пливается, например, при применении раз-
личных видов томографии мозга, обработке 
данных нейровизуализации и биоинформати-
ки в медико-биологической сфере. При этом 
используются методы математической 
статистики и сравнение с эталонами, что 
приводит к успеху. Здесь много схожих черт 
с нашей проблемой, хотя в ней исследуются 
волны и колебания в другом частотном диа-
пазоне. В обоих случаях фигурирует априор-
ная информация о строении объектов геоме-
трии, физических, химических, биологиче-
ских свойствах, которые играют большую 
роль.
Замечание 2. Известный математик, 
университетский коллега А. С. Братусь вы-
сказал поддержку идеи создания комплекса, 
осуществляющего слежение за состоянием 
пути с подвижного состава, на основе имею-
щихся в данный момент в нашем распоряже-
нии технических средств, высоких техноло-
гий, вычислительных систем, системы ГЛО-
НАСС в следующей форме: «Математические 
расчеты течения жидкости в разветвленных 
сложных трубопроводах, широком диапазоне 
изменения температур и давлений по-преж-
нему остается сложной задачей. Привлечение 
для численных расчетов суперкомпьютеров 
и методов многопотоковой обработки данных 
требует больших затрат сил, энергетических 
и финансовых ресурсов». Не без самоиронии 
ученый замечает, что «если бы люди ждали, 
когда математики докажут все свои теоре-
мы, связанные с возникающими задачами, то 
и водопровода сегодня не было бы…»
Задача выявления дефектов и локали-
зации их в пространстве, которые являют-
ся причиной изменений в спектре про-
дольных, вертикальных и поперечных 
колебаний, возникающих при прохожде-
нии по рельсам подвижного состава, от-
носятся в математике к классу «обратных» . 
Многомерные «прямые» краевые задачи, 
с различными многообразными варианта-
ми постановки краевых условий и различ-
ных распределений в пространстве сил, 
очень сложные . «Обратные» задачи такой 
сложности в настоящее время нет возмож-
ности решить . С нашей точки зрения, 
можно ограничиться расчетом одномер-
ных, более простых «прямых» задач . Это 
можно сделать быстро и недорого на 
стандартном оборудовании . Математиче-
ское моделирование в этом случае позво-
ляет выявить основные эффекты и полу-
чить подсказки, с помощью которых 
можно сделать вывод о появлении трудно 
выявляемых дефектов и локализовать их 
в пространстве, оценить степень опасно-
сти эксплуатации данного участка желез-
нодорожного пути . Своевременное обна-
ружение дефектов помогает избежать 
аварий, утраты имущества, не говоря уже 
о потере здоровья и жизни людей .
Цитированные в данной статье науч-
ные публикации связаны с анализом 
моделей балок, которые используются в 
работах по железнодорожной тематике . 
Их можно условно, полагаем, разделить 
на две большие части . Наше выделение 
двух циклов объясняется тем, что в пер-
вом цикле шпалы рассматриваются как 
балки, лежащие на балласте, а рельс мо-
делируется силой, приложенной в точках . 
Во втором цикле как балка рассматрива-
ется рельс, а шпалы моделируются как 
силы, приложенные в точках . Этот цикл 
затронут нами в пункте 5 .
В первом цикле публикаций, указанных 
в библиографии статей [2, 4, 5], приведены 
численные исследования динамики взаи-
модействия состава с шпалами, которые 
рассматриваются как балки . Краевые усло-
вия разного типа и функции f (x, t) –  источ-
ников, которые позволяют моделировать 
разные ситуации разрушения полотна, 
неравномерность распределения напряже-
ний и динамических характеристик в шпа-
лах, то есть возникающие дополнительные 
поперечные силы . В них показано, что 
наличие пустот под шпалами и разрушение 
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полотна существенно влияют на распреде-
ление динамических нагрузок, а следова-
тельно, и на спектр колебаний .
Многие расчеты, как наши, так и других 
авторов, подтверждают, что возникновение 
дефекта ведет к появлению дополнитель-
ных резонансов и дисперсия в окрестности 
главных максимумов увеличивается . По-
добные этому повторяющиеся признаки 
могут стать основой метода выявления 
трудно распознаваемых дефектов, они 
позволяют локализовать участок пути за 
счет сравнения фиксируемого спектра 
поперечных, вертикальных и продольных 
колебаний с соответствующими эталонны-
ми спектрами, полученными ранее на ис-
правном участке .
В качестве примера один из простых 
спектров колебаний и зависимость уско-
рения от частоты и наличия различных 
дефектов приведены на рис . 1 . Нижняя 
кривая на нём отражает идеальную ситуа-
цию, когда отсутствуют дефекты . Анализ 
этих и других подобных кривых позволя-
ет сделать вывод, что существует два 
главных, базовых резонанса, появление 
которых объясняется в данной работе 
существованием нескольких вычислен-
ных ниже базовых частот . Итак, сущест-
вует два резонанса . Первый резонанс 
значительно сильнее выражен . Верхняя 
кривая соответствует случаю, когда име-
ются две подвешенные шпалы . Появля-
ется дополнительный резонанс и диспер-
сия в окрестности главных максимумов 
увеличивается . Суммируя результаты 
других вариантов численного математи-
ческого моделирования, можно сделать 
вывод, что обнаружен важный эффект: 
с увеличением числа шпал, «висящих» на 
рельсе, то есть лишенных опоры, диспер-
сия в окрестности частот главных резо-
нансов увеличивается и появляются до-
полнительные резонансы на более высо-
ких частотах .
Аналогичные кривые спектров при 
прочих дефектах имеются в других упоми-
навшихся работах .
Сложность проблемы заключается 
в том, что эффекты от разных дефектов 
нелинейно отражаются в спекторе колеба-
ний и нет им однозначного соответствия . 
Разные дефекты могут вызывать похожие 
максимумы . Но можно оценить степень 
опасности дефекта по интегральным оцен-
кам спектра в сравнении с эталонным 
спектром на этом же участке .
Замечание 3. При численном моделирова-
нии специалистами используются неявные 
разностные схемы и вариационный метод 
Ритца для краевых задач. При аналитиче-
ском построении решения методом разложе-
ния в ряды Фурье [7] авторы сетуют на то, 
что для расчета варианта решения с доста-
точной точностью необходимо суммировать 
32000 слагаемых. То есть ряд Фурье сходит-
ся медленно и расчеты идут дольше.
Замечание 4 . Вычислительные экспери-
менты по решению прямых многомерных 
задач были описаны в ряде указанных работ 
и в цитируемых в них статьях. Большое 
разнообразие свойств, геологических, геогра-
фических, связанных с инфраструктурой 
окружающего пространства и как следствие 
многообразие возможных краевых условий 
делает динамические математические «пря-
мые» модели малоэффективными. Решение 
«обратных» задач такой сложности явля-
ется еще более трудной проблемой.
Замечание 5. Новым элементом в данной 
работе, с точки зрения математической 
физики и механики балок, является факто-
ризация уравнений с частными производными 
модели «балки Тимошенко». Если читатель 
знает о работах, где реализована подобная 
факторизация, то просим сообщить авто-
рам. Молодое поколение, не зная аналитиче-
ских операторных методов, сразу бросается 
к компьютеру.
Процедура факторизации дает возмож-
ность объединить большое количество 
задач, которые отличаются значениями 
параметров (из-за различия значений фи-
зических констант) и рядом слагаемых 
в них, величину и влияние которых на ре-
шение можно регулировать с помощью 
безразмерных параметров и краевых усло-
вий . Формулы получаются компактные, 
легко обозримые (всего шесть интеграль-
ных слагаемых) и позволяющие сравнить 
влияние различных краевых условий . По-
лучение численных результатов сводится 
к вычислению интегралов с помощью 
классических формул .
В данной работе доказано, что модель 
балки, методом факторизации [12] приво-
дится к последовательности классических 
задач для неоднородного линейного гипер-
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болического уравнения (ЛГУсЧП) и неод-
нородного линейного уравнения Клейна-
Гордона-Фока (ЛурКГФ), и показано, что 
в задаче имеют место два базовых масштаба, 
две характерные скорости, две базовые ча-
стоты . 
Задачи для неоднородного линейного 
гиперболического уравнения и неоднород-
ного линейного уравнения Клейна-Гордо-
на-Фока изучены в цикле работ В . М . Ба-
бича [9] и других учёных, ссылки на работы 
которых приведены в справочниках [10, 
11] . Математик Адамара «предложил заме-
чательно простую и точную конструкцию 
(фундаментальное решение)» [9, с . 1] . 
Нами найдена возможность использовать 
конструкции Адамара в модели «балки 
Тимошенко», т . е . появилась возможность 
решать задачи Коши для неоднородных 
уравнений в частных производных второго 
порядка . Бабич [9] рассмотрел случай дви-
жущихся с переменной скоростью источ-
ников высокочастотных колебаний для 
уравнений ЛГУсЧП и ЛурКГФ, а также 
влияние большого параметра на колебания 
в функции источника –  диссипации по-
следнего уравнения . Фундаментальные 
решения и функции Грина для большого 
количества разных классических задач, 
связанных с ЛГУсЧП и ЛурКГФ, приведе-
ны в [10–11] .
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Уравнения, описывающие колебания 
в модели «балки Тимошенко», имеют вид 
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Здесь Z(x, t), Θ(x, t) –  функции откло-
нения срединной линии и угла поворота 
сечения соответственно;
E –  модуль упругости на сжатие [H/м2];
I –  приведенный момент инерции се-
чения [м4];
k –  безразмерный коэффициент Тимо-
шенко;
A –  площадь поперечного сечения [м2];
G –  модуль упругости на сдвиг [H/м2];
m = Iρ/r2 –  распределенная плотность;
ρ –  удельная плотность [кг/м],
P –  продольная сила, приложенная 
к балке .
Отметим, что между размерностями 
функций Z(x, t), Θ(x, t) справедливо соот-
ношение [Θ(x, t)] = [Z(x, t)] /[м] . Для сис-
темы (1) в цитируемых работах рассматри-
ваются смешанные краевые задачи в раз-
ных ситуациях .
3. РАСЩЕПЛЕНИЕ СИСТЕМЫ (1)
Покажем, что смешанные задачи для 
системы (1) имеют точное решение .
Рис. 1. Ускорение рельса (db/g) от частоты колебаний (Гц).
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Теорема 1. Пусть дана математическая 
модель «балки Тимошенко» (1) . Тогда одна 
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Здесь h(t) –  произвольная непрерывно-
дифференцируемая функция .
Для определения функции Ф(x, t) надо 
решить задачу c краевыми условиями и на-
чальными условиями для неоднородного 
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Здесь ' '0 ( , ) ( ( ) ( , )) .F x t k AG mh t f x t= − +
Доказательство. Краевые условия для 
системы (1) могут быть первого, второго 
или третьего рода . Так как первое уравне-
ние системы (1) неоднородное, а функция 
f(x, t) содержит сумму обобщенных дельта-
функций Дирака в неподвижных и подвиж-
ных точках x = v
0
(t)t, то процедура вывода 
уравнения четвертого порядка отличается 
от вывода в случае однородного второго 
уравнения системы (1) . 
Второе уравнение нельзя дифференци-
ровать . Продифференцируем первое урав-
нение системы (1) по переменной x и вы-
разим вторую переменную 
2
2
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Интегрируем (4) дважды по переменной 
x  и получим формулу (2) .
Функция h(t) возникает при интегрирова-
нии . Одну из констант интегрирования поло-
жим равной нулю . Таким образом, одна из 
функций в системе (1) выражена через дру-
гую –  формулу (2) . После дифференцирова-
ния (2) по переменной t и подстановки во 
второе уравнение (1) следует уравнение (3) .
4. ПРИМЕНЕНИЕ ФАКТОРИЗАЦИИ 
К УРАВНЕНИЮ (3)
Большой вклад в развитие операторных 
методов внесли В . П . Маслов, М . В . Кара-
сев, В . Г . Данилов, ссылки на работы кото-
рых приведены в [8] .
В [8] и цитируемых в них работах содер-
жатся примеры применения метода факто-
ризации в разных задачах .
Целью процедуры факторизации явля-
ется представление уравнения (3) в виде
1 2 0( , ) ( , ) .L L Y x t F x t  =   







i = 1, 2 в случае модели (1) определены 
ниже .
Проведем процедуру обезразмеривания 





τ и ψ характерный размер, время и ха-
рактерное значение функции Ф(x, t) соот-
ветственно . Сделаем замену
 
0 0




ψΦ =Θ  . 
Обозначим гиперболический оператор 
Даламбера с параметром μ, который опре-










Из последующего анализа выясняется, 






a ,  .




= =  (6)
Теорема 2. Пусть дано уравнение (3) 
и определены параметры (6) . Тогда для по-
строения решения уравнения в безразмер-
ном виде необходимо решить последова-
тельно две стандартные смешанные задачи, 
а именно: для линейного гиперболического 
уравнения с частными производными
1
2 2 2 ' '
1 0 0 0
2 2
0 0 0
( , ) ( , ),
( , ) ( ) [ ( )
( ) ( , )]/ ( )
a Y F
F M a t E I h t
ar x f x t E I
χ τ χ τ






и смешанную задачу для уравнения Клей-
на-Гордона-Фока
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2 4 2 2 2
0
2 4 2 2 2
0 0
( , ) ( , )/ ( ( ))
( , )/ ( ( )) .
x r a
x Y M r a
µ χ τ µ χ τ µ
µ χ τ µ
Π Θ − Θ − =
= − − 	(8)
Здесь M
0 
= const ≠ 0 .
Во втором варианте метод факториза-
ции дает демонстрируемый далее результат .
Теорема 3. Пусть дано уравнение и два 
безразмерных параметра (6) . Тогда для 
построения решения уравнения (3) в без-
размерном виде необходимо решить по-
следовательно две стандартные смешан-
ные задачи, а именно: для уравнения 
Клейна-Гордона-Фока
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= const ≠ 0 .
Доказательство теорем 2, 3. Рассмот-
рим уравнение Клейна-Гордона-Фока для 
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При этом Y(x, τ) –  функция, которая 
определяется задачей для уравнения (7) или 
(9) .
После вычисления четвёртых производ-
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Подставляем в уравнение (3) –  и в пер-
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После введения параметров (6) следуют 
уравнения (7), (8) .
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После введения параметров (6) следуют 
уравнения (9), (10) .
Далее надо задать краевые и начальные 
условия и проводить вычисления инте-
гралов свёртки с правой частью и гранич-
ными условиями аналитическими и чи-
сленными методами . Вычисления при 
значениях констант, относящихся к же-
лезнодорожному пути [2, 3], показывают, 
что отношение параметров (скоростей 






τ) входят дельта функции Ди-
рака, поэтому интеграл с ними легко вы-
числяется . Характерен случай, описанный 
в теореме 2, когда на первом этапе решает-
ся смешанная задача (7) меньшим парамет-
ром a . Тогда вычисление решения первой 
задачи дает возможность получить огиба-
ющую низкочастотных колебаний . Вычис-
Рис. 2. Варианты реакции изгибного момента 
шпалы, лежащей на балласте.
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ление интегралов свертки второй задачи (8) 
«набивает» полученную структуру высоко-
частотными колебаниями и мало меняет 
кривую огибающей низкочастотных коле-
баний . Таким образом, объясняется анало-
гия с амплитудно модулированной струк-
турой, имеющей две базовые частоты, два 
масштаба [9] .
В [11, с . 260] (пункт 4 .1 . 2–6) приведены 
формулы третьей краевой задачи для ли-
нейного гиперболического уравнения со 
скоростью a в случае стержня c упруго за-
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условиями 0 ≤ χ ≤ l .
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 –  положительные корни трансцен-









)) . Главный член выражения для 
приближенного положительного собствен-
ного значения имеет вид
1 2 1 2  .





С другой стороны, в случае колебания 
стержня, один конец которого жестко за-
креплен, а второй свободен, имеем сме-
шанную краевую задачу . В [11, с . 261] 
приведены формулы для линейного гипер-
болического уравнения со скоростью a 
в области 0 ≤ χ ≤ l . Пусть заданы начальные 
условия (13) и краевые условия
0 1 2
( , ) ( , )
( ), ( ) .l
Y Y
g gχ χ






Решение Y(χ, τ) определяется по фор-
муле, аналогичной (15), где четвертое 
слагаемое
 2 1 0
0
( ) ( , , )  .a g G x d
τ
ξτ ξ τ θ θξ =
 ∂
+ − ∂ 
∫




( , , )  .










λ ξ λ τ
∞
=





= π(2n+1)/(2l) . Срав-
нивая последнее выражение с (16), находим 
очевидное различие в генерируемых частотах .
На рис . 2 приведено распределение 
ответного изгибного момента монолитной 
шпалы, лежащей на балласте [5] . Положи-
тельное направление оси ординат ориен-
тировано вниз, чтобы привести графики 
в соответствие с физическим смыслом 
и изображениями 1 и 2 . Первой кривой 
сплошной, верхней кривой соответствует 
идеальная опора шпалы без дефекта, при 
равномерной нагрузке на полотно (изобра-
жение 1) . Нижней кривой 3 отвечают рас-
чётные проектные значения момента, 
когда 80% нагрузки распределяются на оба 
конца шпалы, а середина шпалы лишена 
опоры . Кривая 2 соответствует изображе-
нию 2, когда 100% нагрузки распределяет-
ся на оба конца шпалы, а середина шпалы 
лишена опоры .
Из рис . 2 следует, что максимальный 
момент имеет место в окрестности крепле-
ния шпалы к рельсу и минимум в центре 
шпалы [5] . Эти данные приводим с целью 
показать какого вида функции 0 1( ), ( )f fχ χ  
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можно выбирать и выбирались нами в ка-
честве начальных условий при модельных 
расчётах по формуле (13) .
Объясним смысл рис . 3 [5] . Для этого 
обратим внимание на изображение 2 на 
рис . 2, где середина шпалы не имеет опоры 
на балласт . Примем условно эпюру момен-
та правой части опоры шпалы за сто про-
центов . На рис . 3 кривыми 1, 2 и 3, 4 пока-
зано распределение, когда правая часть 
шпалы имеет опору нуль, 20, 80 и 100 
процентов соответственно . Нуль процен-
тов опоры означает, что правая сторона 
шпала не опирается на полотно, а висит на 
рельсе . Видно, что различие краевых усло-
вий на 20 процентов и более уже сущест-
венно меняет характеристики, что сразу 
отражается на спектре колебаний .
Так как для уравнения задача линейная, 
то можно разделить при математическом 
моделировании краевые и начальные усло-
вия между составляющими, последователь-
но решаемыми задачами, например (7) 
и (8) . То есть положить в первой задаче (7) 
нулевые краевые условия и решать задачу 
Коши . В этом случае последние два слага-
емых в (15) обращаются в нуль . Тогда для 
уравнения (8) можно положить равными 
нулю начальные условия и решать краевую 
задачу по формулам, аналогичным (15), 
которые приведены в [11, с . 263] .
Дополнительный интерес к формулам 
решения задач для уравнения КГФ возни-
кает, когда безразмерный параметр в функ-
ции диссипации (стока) K2 = x
0
2μ4/(r2(a2–
μ4)>>1 большой . Вычисления значения K2 
при физических характеристиках, соответ-
ствующих обсуждаемой железнодорожной 
тематике, в уравнениях (8) и (9) показыва-
ют, что имеет место именно подобный 
случай . И тогда реальна аномально быстрая 
осцилляция решений [9, с . 26] .




Θ(χ, τ)+K2Θ(χ, τ) = δ(χ, τ)  (20)
имеет вид
2 2 2 2
0
1
( , ) ( ) ( ) .
2
J Kχ τ τ χ θ τ χΘ = − −  (21)
Здесь j
0 
–  функция Бесселя, δ(χ, τ) – 
дельта-функция Дирака, Θ –  тетта-функ-
ция Хевисайда, равная единице при τ2 > χ2 
и нулю при τ2 < χ2 . В [9] показано, что 
расстояние между ближайшими корнями – 
показатель быстроты осцилляций функ-
ций . При ограниченных значениях τ и χ 
и τ2–χ2 ≥ const > 0 это расстояние имеет 
порядок 1/K, что следует из асимптотики 
функции Бесселя . Причем уровень осцил-
ляции резко увеличивается в окрестности 
характеристик τ	= ±K .
В цитируемой работе [9] доказано, что 
расстояние между соседними корнями на 
прямой τ = χ имеет порядок О (1/K2), что 
говорит об аномально быстрой осцилля-
ции . Этот эффект присутствует и в обсу-
ждаемой задаче .
5. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
КАЧЕНИЯ КОЛЕСА ПО РЕЛЬСУ 
С ВОЛНООБРАЗНЫМ ИЗНОСОМ
Во втором цикле работ как балка иссле-
дователями рассматривается сам железно-
дорожный рельс с волнообразным износом . 
Изучается динамика в системе координат, 
движущейся с постоянной скоростью . От-
мечается, что ещё одним источником коле-
баний являются горизонтальные и верти-
кальные неровности правого и левого 
рельсов . В «бесшовном» пути места сварки 
имеют большую твердость и изнашивается 
меньше, чем сам рельс, при этом создаются 
трамплины .
В [7] дельта-функция Дирака оценива-
ется в точке, движущейся с постоянной 
скоростью, потому что для построения 
решения в этой работе используется пере-
Рис. 3. Распределение динамического момента на 
левой части шпалы.
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ход в соответствующую систему координат 
и затем решение разлагается в ряды Фурье . 
Заметим, что на практике обеспечить рав-
номерное движение колесной пары трудно . 
Смотри замечание 1 .
В работе [7] выведено уравнение, опи-
сывающее установившиеся вертикальные 
колебания рельса . Обозначенное в нём 
через y(x, t) направленное вверх поперечное 
отклонение рельса, который имеет изгиб-
ную жесткость E I и поддерживается одно-
родным основанием с жесткостью u и вяз-
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В нашем случае функция F(x, t) в отли-
чие от [7] содержит дельта-функцию Дира-
ка, которая задает положение сосредото-
ченной силы, приложенной в точке x = 
v(t)t, движущейся с переменной скоростью 
v(t) . Решение задачи допускает анализ дви-
жения с переменной скоростью . При мо-
делировании можно задавать разные зако-
ны изменения скорости и анализировать 
их влияние на спектр колебаний . Заметим, 
что в [7] через m обозначена линейная 
плотность распределенной массы рельса 
и балласта .
Теорема 4. Пусть дана смешанная задача 
с краевыми условиями для уравнения (22) . 
Тогда решение имеет вид
y(x, t) = Z(x, t)exp(rt/(2m)),  (23)
где функция Z(x, t) является точным реше-
нием смешанной задачи для линейного 
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Здесь a2 = E I, K = (4uρ–r2)/(4m2) .
Доказательство. В отличие от [7] час-
тота колебаний рельса определяется реше-
нием сопряженной задачи на собственные 
значения λ
m
 для обыкновенного дифферен-
циального уравнения четвертого порядка 
φ(IV)(x)–λ4φ(x) = 0 с соответствующими 
граничными условиями [11, c . 533] . Функ-
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, i = 1,…,4 определя-
ются из граничных условий . Норма собст-
венной функции вычисляется по формуле 
Крылова . Отсюда следует частота колеба-
ний 2 4 , 1,2, . . .na K nλ + =  При значениях 
ρ = 78 [кг/мм], u = 34 106 [Н/м2], E I = 
4 106 [Н/м2], r = 2 104[Н c/м2] из [7] получим 
значение параметра K>600. Следовательно, 
и в этом случае имеет место эффект ано-
мально быстрой осцилляции .
ВЫВОДЫ
Многие отечественные и зарубежные 
учёные и практики на разных этапах раз-
вития транспортной области внесли су-
щественный вклад в разработку и внедре-
ние  локальных методов диагностики 
дефектов железнодорожного полотна . 
Сегодня, когда высокие технологии про-
никают во все сферы жизни, любые ло-
кальные и интегральные методы диагно-
стики состояния пути и его компонент 
должны дополнять друг друга . Интеграль-
ный метод, сторонниками введения ко-
торого в прак тику являются авторы 
данной работы, выявляет трудно выявля-
емые дефекты или дает информацию 
об их скрытом существовании и позволя-
ет оценить степень опасности эксплуата-
ции данного участка железнодорожного 
пути . Если бы такой метод применялся, то 
тяжелую аварию, подобную аварии в мо-
сковском метро 15 июля 2014 года, удалось 
бы предотвратить . Методы исследования 
деталей, узлов и целых сложных конструк-
ций волнами в различном диапазоне ча-
стот давно используют при эксплуатации 
аппаратов в разных областях техники 
и машиностроения . В большинстве этих 
методов присутствует внешний источник 
колебаний, а в предлагаемом методе в ка-
честве такового выступают колебания 
с частотами, генерируемыми самим дви-
жущимся объектом .
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1) Анализ результатов математического 
моделирования позволяет сделать следую-
щий вывод:
а) дефекты железнодорожного полотна 
отражаются более или менее явно в одном из 
спектров вертикальных, продольных или 
поперечных колебаний в широком диапазо-
не частот;
б) в окрестности главного и других резо-
нансов наличие дефектов увеличивает ди-
сперсию;
2) На основе этого факта можно постро-
ить программно-аппаратный комплекс 
контроля состояния железнодорожного по-
лотна с подвижного состава .
По нашему мнению, в общих чертах этот 
комплекс может быть построен следующим 
образом .
Конкретный перегон железнодорожного 
пути разбивается на участки (i-1, . ., n), учи-
тывающие расположение мостов, переходов, 
тоннелей и других инженерных сооружений, 
а также геологическую структуру и другие 
особенности инфраструктуры, которые мо-
гут оказывать влияние на спектр колебаний . 
На исправном перегоне создается эталонная 
база спектров вертикальных, продольных 
или поперечных колебаний с привязкой 
к местоположению i-го участка с помощью 
датчиков на рекомендованной специалиста-
ми скорости .
На каждом i-м участке выделяется 
(j = 1,…, m) эталонных контрольных точек, 
для которых устанавливаются частоты 
резонанса и рассчитываются их характе-
ристики спектра .
При эксплуатации железнодорожного 
пути со временем образуются дефекты . При 
движении состава на данном перегоне про-
водится запись аналогичных данных . Интер-
валы времени между проверками должны 
указать специалисты по эксплуатации . Вы-
числяются дисперсии в окрестности главно-
го резонанса и сравниваются с эталонными 
значениями . Данные можно передавать на 
крупных станциях (возможно использование 
системы ГЛОНАСС) для детальной обработ-
ки с использованием различных методов 
математической статистики в вычислитель-
ных центрах . При превышении критических 
Координаты авторов: Вакуленко С. П. –  k–gdsu@mail.ru, Волосов К. А., Волосова Н. К. –  
konstantinvolosov@yandex.ru.
Статья поступила в редакцию 30.12.2015, принята к публикации 26.03.2016.
значений на выявленный, локализованный 
участок, высылается бригада ремонтников, 
уточняющих дефекты другими локальными 
методами диагностики и разрабатывающих 
план ремонта .
Другие специалисты могут предположить 
дополнительные сценарии построе ния такой 
системы .
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Background. In connection with development of 
high-speed rail transportation has become of 
particular importance creation and operation of high-
tech complex to control quality of track state directly 
from the moving track. The theoretical basis for this 
method of control is set out in [1–5] and scientific 
works cited in them. It is important not to contrapose 
different ways of diagnostics, they should not 
compete, but complement each other. Methods of 
integrating them into a single transport system are 
intended to be a guide for experts, simulating the 
processes of defect detection [6].
Objective. The objective of the authors is to 
estimate state of railway track using mathematical 
methods.
Methods. The authors use general scientific and 




Our main goal is to identify previously unknown 
mathematical properties of main theoretical models 
of beams (sleepers), which play an important role in 
the calculations associated with analysis of vibration 
spectrum when rolling stock is moving on tracks to 
present ideas on the principles of building control 
systems.
Remark 1. We note that the experience of 
computer processing and analysis of large volumes 
of dynamic data with complex three-dimensional 
internal structure is stored, for example, in the use of 
different types of brain imaging, processing of 
neuroimaging and bioinformatics data in the 
biomedical field. Mathematical statistics methods and 
comparison with standards are used, which leads to 
success. There are a lot of similarities with our 
problem, although in it waves and vibrations in 
different frequency ranges are studied. In both cases 
there is a priori information about the structure of 
objects.
Note 2. The famous mathematician, expert in the 
field of dynamical systems A. S. Bratus expressed his 
support for establishment of a complex, which 
monitors the state of the track from rolling stock, on 
the basis of currently available technical equipment, 
high-tech, computing systems, GLONASS system. 
Mathematical calculations of fluid flow in complex 
branched pipes, a wide range of temperatures and 
pressures, he said, still remains a challenge. 
Attraction for numerical calculation supercomputers 
and multithreaded data processing methods requires 
a lot of forces, energy and financial resources. But 
this does not mean that we should be afraid to look 
for solutions on a collision course. It is not without 
self-irony scientist says that if people were waiting for 
mathematicians to prove all their theorems related to 
emerging challenges, and the water pipeline might 
not exist today.
The task to identify defects that cause changes in 
the spectrum of longitudinal, vertical and transverse 
vibrations occurring during the passage of rolling 
stock on rails, is called «reverse» in mathematics. 
Multi-dimensional «direct» boundary value problems 
with a variety of diverse options for setting boundary 
conditions and different distributions in the space of 
forces are usually very complex. «Reverse» tasks of 
such complexity cannot be solved currently. From our 
point of view, we can restrict the calculation of one-
dimensional, simpler «direct» tasks. Mathematical 
modeling in this case, allows to identify main effects 
and to have tips that can be used to conclude on 
appearance of hard-detectable defects and to locate 
them in space. Early detection of defects helps to 
avoid accidents, loss of property, not to mention the 
loss of health and life of humans.
In [1–5], there are numerical studies of dynamics 
of interaction of the train with sleepers, which are 
considered as beams. They show that the presence 
of voids under sleepers and roadbed destruction 
significantly affect the distribution of dynamic loads 
and consequently on oscillation spectrum.
Many calculations, both ours and of other authors, 
suggest that the emergence of defect leads to 
additional resonance and dispersion in the vicinity of 
main peaks increases. Similar repetitive features may 
become a basis of a method to identify hard-
detectable recognizable defects, they can localize 
track section by comparing the recorded spectrum 
of transverse, vertical and longitudinal vibrations with 
respective reference spectra obtained previously on 
the serviceable section.
As an example one of simple oscillation spectra 
and dependence of acceleration from frequency 
and presence of various defects is shown in Pic. 1. 
Summing up the results of such variants of 
numerical mathematical modeling, we can conclude 
that an important effect has been found: with 
increase in the number of sleepers, «hanging» on 
a rail, that is deprived of support, the dispersion in 
the vicinity of frequencies of major resonance 
increases and additional resonances appear at 
higher frequencies.
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ABSTRACT 
 Building hardware complex diagnostics of railway 
track on the basis of analysis of dynamic processes in 
the movement of train does not have alternatives at 
the moment. Similar methods have long been used in 
the operation of aircraft and other fields of technology 
and mechanical engineering, biomedical field. The 
ability  to  simplify  calculations  of   model   tasks   is 
provided by authors’ additions to the theory of basic 
models of «Timoshenko beam» in different situations. 
Inhomogeneous system of linear differential equations 
with partial derivatives of the second order is 
accurately reduced to sequence of solution of two 
classic mixed problems –  derived equations: 
hyperbolic and Klein-Gordon-Fock. It is shown that 
the system has two scales (two basic frequencies). 
The effect of abnormally rapid fluctuations oscillations 
is explained. A semi-analytical –  numerical method is 
offered that allows to compare effects caused by 
different boundary conditions. 
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The lower curve in Pic. 1 reflects an ideal situation, 
when there are no defects. The upper curve corresponds 
to the presence of two «suspended» sleepers, without 
relying on ballast. Similar curves of spectra for other 
defects are in other mentioned works.
Note 3. In numerical modeling specialists use 
implicit difference schemes and the Ritz variation 
method for boundary value problems. In analytical 
construction of solutions by decomposition into 
Fourier series [7], the authors lament the fact that for 
the embodiment with sufficient accuracy it is 
necessary to summarize 32000 terms. That is, the 
Fourier series converges slowly.
Note 4. Numerical experiments for solution of 
direct multi-dimensional problems have been 
described in a number of mentioned works. A wide 
variety of properties, geological, geographical, 
related to infrastructure of surrounding area and as a 
result a variety of possible boundary conditions makes 
dynamic mathematical «direct» models ineffective. 
The solution of «reverse» problems of such a 
complexity is a more difficult problem.
Note 5. A new element from the point of view of 
mathematical physics and mechanics of beams is 
factorization of partial differential equations of 
«Timoshenko beams» model. If a reader is aware of 
works, where such factorization is implemented, when 
please let the authors know. The younger generation, 
not knowing analytic operator methods immediately 
rushes to a computer.
Factorization procedure makes it possible to 
combine a large number of tasks that are different in 
parameter values (because of differences in physical 
constants) and a number of terms in them, which value 
and influence on a solution can be adjusted using 
dimensionless parameters and boundary conditions. 
Formulas are obtained compact, easily foreseeable 
(six integral terms) and allowing to compare the effect 
of different boundary conditions. Obtaining numerical 
results is reduced to calculation of integrals using 
classic formulas.
Operator methods are described in the works of 
V. P. Maslov, M. V. Karasev, V. G. Danilov, A. Hadamard 
and others [8–12], where it is proved that factorization 
leads to consistency in solving classical problems for 
inhomogeneous linear hyperbolic equations and 
inhomogeneous linear Klein-Gordon-Fock equation, 
and show that there are two basic scales, two 
characteristic speeds, two base frequencies.
2. Statement of a problem
Equations describing oscillations in «Timoshenko 
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Here Z(x, t), Θ(x, t) are functions of deviation of 
midline and angle of rotation of the cross section, 
respectively;
E is elasticity modulus on compression [N/m2];
I is reduced moment of inertia of cross-section 
[m4];
k is dimensionless Timoshenko coefficient;
A is area of cross section [m2];
G is elasticity modulus on shift [N/m2];
m = Iρ/r2 is distributed density;
ρ is specific density [kg/m];
P is longitudinal force applied to a beam.
Note that between dimensions of functions Z(x, t), 
Θ(x, t) the relation[Θ(x, t)] = [Z(x, t)] /[m] is correct. 
For the system (1) in the cited works are considered 
mixed boundary value problems in different situations.
3. Splitting of the system (1)
Let’s show that mixed problems for the system (1) 
have an exact solution.
Theorem 1. Let there be given a mathematical 
«Timoshenko beam» model (1). Then, one of the 
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Here h(t) is arbitrary continuously differentiable 
function.
To determine the function Ф(x, t) it is necessary 
to solve a problem with boundary conditions and initial 
conditions for inhomogeneous linear fourth-order 
partial differential equation:
Pic. 1. Acceleration of rail (db / g) due to oscillation frequency (Hz).
• WORLD OF TRANSPORT AND TRANSPORTATION, Vol. 14, Iss. 3, pp. 20–35 (2016)








( , ) ( , )
[ ]
( , ) ( , )
( )
( , )
( , ) .
x t x t
m k A G P k A G P
t x
x t x t
m r m E I k A G r
t x t
x t
k A G E I F x t
x
∂ Φ ∂ Φ
− + +
∂ ∂
∂ Φ ∂ Φ






Here ' '0 ( , ) ( ( ) ( , ))F x t k A G m h t f x t= − + .
Proof.
Boundary conditions for the system (1) can be 
first, second or third kind. Since the first equation of 
the system (1) is non-uniform, and the function f(x, t) 
contains the sum of generalized Dirac delta functions 
in fixed and mobile points x = v
0
(t)t, which moves 
unevenly, the procedure for establishment of the 
fourth order equation is different from the 
establishment in case of a homogeneous second 
equation (1). The second equation cannot be 
differentiated. Let’s differentiate the first equation of 
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Integrating (4) twice on variable x , and we obtain 
the formula (2).
The function h(t) occurs in integration. One of the 
constants of integration is set equal to zero. Thus, one 
function in the system (1) is expressed by the other – 
formula (2). After differentiating (2) with respect to t 
from the second equation (1) follows (3).
4. Application of factorization to the equation 
(3).
The aim of factorization procedure is to present 
the equation (3) in the form
1 2 0( , ) ( , ) .L L Y x t F x t  = 
Let’s conduct nondimensionalization of the 
equation (3). Let’s denote via x = x
0 
χ, t = t
0 
τ and ψ 
characteristic size, time and characteristic value of 
the function Ф(x, t) respectively. We make a change 
0 0




ψΦ = Θ .  W e  d e n o t e  h y p e r b o l i c 
D’Alembert operator with μ parameter that determines 
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Theorem 2. Let’s there is an equation (3) and 
parameters (6) are defined. Then, for construction 
of solutions of the equation it is necessary to solve 
sequential ly two standard mixed problems, 
namely: for linear hyperbolic partial differential 
equation
1
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and mixed problem for Klein-Gordon-Fock equation
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Here M
0 
= const ≠ 0.
In the second embodiment factorization method 
gives result, which is demonstrated further.
Theorem 3. Let there is an equation (3) and two 
dimensionless parameters (6). Then, for construction 
of solutions of the equation it is necessary to solve 
sequentially two standard mixed problems, namely: 
for Klein-Gordon-Fock equation
2 4 2 2 2
0 2
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and mixed problem for linear hyperbolic equation
П
а 
Θ(x, τ) = a2 r2 (a2–μ2) Y(x, τ)/(μ2 c
0 
E I).   (10)
Here c
0 
= const ≠ 0.
Proof of theorems 2, 3. Let’s consider Klein-
Gordon-Fock equation for the function Θ(x, τ) with 






 We find 
the second derivative with respect to τ:
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Thus Y(x, τ) is a function that is determined by the 
problem for the equation (7) or (9).
After calculating four derivatives of the function 
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Substituting in the equation (3) –  and in the first 
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After introduction of parameters (6) follow 
equations (7), (8).
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After introduction of parameters (6) follow 
equations (9), (10).
Then it is necessary to set boundary and initial 
conditions and perform calculations of convolution 
integrals with the right side and boundary conditions 
by analytical and numerical methods. Calculations at 
constant values, relating to railway track [2, 3], show 
that the ratio of parameters (speed of waves and 
frequencies) μ / a >50. Coefficient a2–μ2<0.
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τ) there are Dirac delta functions, so 
integral with them are easily calculated. Characteristic 
is the case described in theorem 2, when in the first 
phase of mixed problem (7) is solved with smaller 
parameter a. Then the calculation of the first task 
makes it possible to obtain the envelope of low-
frequency vibrations. Calculation of convolution 
integrals of the second task (8) «fills» the resulting 
structure with high-frequency oscillations and little 
changes of the envelope curve of low-frequency 
vibrations. Thus, the analogy with amplitude 
modulated structure having two base frequencies, 
two scales is explained [9].
In [11, p. 260] there are formulas of the third 
boundary value problem for a linear hyperbolic 
equation with a speed a in case of a rod with elastic 





 and initial conditions 0 ≤ χ ≤ l.
Let’s set the following initial conditions:
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where λ
m
 are positive roots of the transcendental 








)). The principal 
term of the expression for approximate positive 
eigenvalue has a form
1 2 1 2  .




=    (17)
On the other hand in case of oscillations of the 
rod, one end of which is rigidly fixed and the other is 
free, we have a mixed boundary value problem. In [11, 
p. 261], there are formulas for a linear hyperbolic 
equation with a speed a in the range 0 ≤ χ ≤ l. Suppose 
that initial conditions (13) and boundary conditions
0 1 2
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   (18)
The solution Y(χ, τ) is determined by the formula, 
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Green function in this case has a form
1
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where positive λ
n
 = π(2n+1)/(2l). Comparing the latter 
expression with (16), we find an obvious difference in 
generated frequencies.
Pic. 2 shows distribution of response bending 
moment of a monolithic sleeper lying on the ballast 
[5]. The positive direction of the y-axis is focused 
down to bring the graphics in line with the physical 
meaning and images 1 and 2. The first solid curve, 
the top curve corresponds to the ideal support sleeper 
without a defect, in case of evenly distributed load on 
the roadbed (picture 1). Lower curve 3 corresponds 
to the calculated torque value. Curve 2 corresponds 
to the image 2, when 100% of the load is distributed 
on both ends of sleepers and sleeper’s middle is 
deprived of support.





(χ)can be selected as initial conditions in model 
calculations by the formula (13).
Let’s explain the meaning of Pic. 3 [5]. To do this, 
pay attention to the image 2 in Pic. 2, where the middle 
of a sleeper has no support on ballast. Let’s take 
conditionally moment diagram of the right side of the 
sleepers support equal to one hundred percent. In Pic. 3 
curves 1, 2 and 3, 4 show distribution when the right side 
of the sleeper has a support of 0, 20, 80 and one hundred 
per cent, respectively. Zero percent of the support 
means that the right side of the sleeper does not rest on 
the roadbed, but hangs on the rail. It can be seen that 
the difference of boundary conditions at 20 percent or 
more significantly alters the characteristics that is 
immediately reflected in the vibration spectrum.
As for the equation problem is l inear, in 
mathematical modeling boundary and initial conditions 
can be divided between the components in series of 
tasks, such as (7) and (8). That is to put in the first 
task (7) zero boundary conditions and to solve the 
Cauchy problem. In this case, the last two terms in 
(15) become zero.
Pic. 2. Response options of a bending moment of a 
sleeper, lying on the ballast. 
• WORLD OF TRANSPORT AND TRANSPORTATION, Vol. 14, Iss. 3, pp. 20–35 (2016)
Vakulenko, Sergey P., Volosov, Konstantin A., Volosova, Natalia K. On Estimation of Railway Track State
34
Then for the equation (8) initial conditions can be 
set equal to zero and the boundary problem can be 
solved by formulas similar to (15), which are given in 
[11, p. 263].
Further interest to the formulas for solving KGF 
equation arises when the dimensionless parameter 
to dissipation function (flow) K2 = x
0
2μ4/(r2(a2–μ4)>>1 
is large. Calculations of values K2 for physical 
characteristics of corresponding to discussed railway 
topics in equations (8) and (9) shows that there is just 
such a case. And then abnormally rapid oscillation of 
solutions is real [9, p. 26].




Θ(χ, τ)+K2Θ(χ, τ) = δ(χ, τ)   (20)
has a form
2 2 2 2
0
1
( , ) ( ) ( ) .
2
J Kχ τ τ χ θ τ χΘ = − −   (21)
Here j
0
 is Bessel function, δ(χ, τ) is Dirac delta 
function, Θ is theta Heaviside function equal to unity 
when τ2 > χ2 and zero when τ2 < χ2. In [9] it is shown 
that the distance between the nearest roots is an 
indicator of speed of oscillation of functions. With 
limited values of τ and χ and τ2–χ2 ≥ const > 0 this 
distance has an order of 1/K, which follows from the 
asymptotic behavior of the Bessel function. Moreover, 
the oscillation rate increases sharply in the vicinity of 
the characteristics τ = ±K.
In the cited paper [9] it was proven that the 
distance between neighboring roots on the line τ = χ 
is of order О (1/K2), which indicates an abnormally 
rapid oscillation. This effect is present in the discussed 
problem.
5. Exact solution of the problem of rolling 
wheels on the rail with wavelike wear
In the second model cycle, the researchers 
considered as a beam railway rail itself with wavelike 
wear. The dynamics in the coordinate system moving 
with constant speed is studied. It is noted that another 
source of vibrations are horizontal and vertical 
unevenness of left and right rails. In «weldless» track 
welding places have greater hardness and is worn 
less than the rail itself, while rebounders are created.
In [7] Dirac delta function is evaluated at a point 
moving with constant speed, because for construction 
of a solution in this paper is used the transition to the 
appropriate coordinate system and then the solution 
can be expanded in Fourier series. Note that, in 
practice, it is difficult to provide a uniform movement 
of the wheel set. See note 1.
As a result, we derived an equation describing the 
steady vertical rail fluctuations. Designated therein 
by y(x, t) upward transverse deflection of a rail, which 
has a bending stiffness E I and is supported by uniform 
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In our case, the function F(x, t) in contrast to [7] 
contains Dirac delta function, which sets the position 
of a force applied at the point x = v(t)t moving with 
variable speed v(t). The solution allows for analysis of 
motion with variable speed. In the simulation, it is 
possible to specify different laws of speed change and 
to analyze their effects on the vibration spectrum. In 
[7] by m is denoted the linear density of the distributed 
masses of rail and ballast.
Theorem 4. Given a mixed problem with boundary 
conditions for the equation (22). Then the solution has 
a form
y(x, t) = Z(x, t)exp(rt/(2m)),   (23)
where the function Z(x, t) is an exact solution of the 
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Here a2 = E I, K = (4uρ–r2)/(4m2).
Proof. In contrast to [7] the frequency of rail 
oscillation is determined by solution of the conjugate 
problem for eigenvalues λ
m
 for an ordinary differential 
Pic. 3. Distribution of dynamic moment on a left part of a sleeper.
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equation of the fourth order φ(IV)(x)–λ4φ(x) = 0 with 
appropriate boundary conditions [11, p. 533]. Green 
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Here, the constants C
i
, i = 1,…,4 are determined 
from boundary conditions. The rate of eigenfunction 
is calculated by Krylov formula. Hence the oscillation 
frequency 2 4 , 1,2, . . .na K nλ + =  At values of ρ = 78 
[kg / mm], u = 34 106 [N / m2], E I = 4 106 [N / m2], r = 
2 104 [N s/ m2], from [7] we get the value of parameter 
K>600. Consequently, in this case, there is an effect 
of abnormally rapid oscillation.
Conclusions. In railroad diagnostic centers 
various local methods and integral method are used, 
the supporters of which are the authors of this work. 
If this method had been consistently and universally 
applied, then a severe accident, a similar to the 
accident in Moscow metro July 15, 2014, could have 
been prevented. In most cases the diagnostician is 
external source of vibrations, and in the present 
embodiment oscillations with frequencies generated 
by the moving object are used.
Analysis of results of mathematical modeling leads 
to the following conclusions:
a) rail roadbed defects are recorded more or less 
explicitly in one of the spectra of vertical, longitudinal 
or transverse vibrations in a wide frequency range;
b) in the vicinity of the main resonances and other 
defects increase dispersion;
c) taking this into account it is possible to build 
software and hardware complex for control of the 
state of railway roadbed with rolling stock.
In our opinion, in general terms, the complex 
should include:
– Creation of a reference database of spectra of 
vertical, longitudinal or transverse vibrations with 
reference to the location of the i-th section using wide 
/ frequency sensors at speed recommended for 
specialists;
– Selection for each i-th section of reference 
control points (j = 1,…, m), where the resonance 
frequency and its characteristics are calculated.
– Calculation of dispersions in the vicinity of 
the principal resonance for comparison with 
reference values in excess of critical values 
repairmen team is sent, specifying the defects by 
local methods of diagnosis and carrying out the 
necessary works.
Other specialists may offer additional scenarios 
and supplement the proposed scheme.
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